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Аннотация. Предложен метод контроля результата метрологической оценки инстру-
ментальной погрешности измерителей единой серии по критерию максимального правдо-
подобия. Решена задача достижения максимального правдоподобия результата метроло-
гической оценки инструментальной погрешности измерителей единой серии аттестуемых 
партиями, состоящих из одинакового числа приборов. Показано, что если в пределах каждой 
партии приборов инструментальная погрешность распределена по логнормальному закону, 
то при проведении аттестации серийно по партиям измерителей, существует определённое 
соотношение измеряемой величины, среднеквадратического отклонения (с.к.о.) и среднего 
значения, при выполнении которого результат аттестации по всей серии измерителей 
считается максимально правдоподобной. 
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Abstract. A method for controlling the result of metrological evaluation of the instrumental 
error of meters of a single series according to the criterion of maximum likelihood is proposed. 
The problem of achieving the maximum likelihood of the result of metrological evaluation of the 
instrumental error of meters of a single series of certified batches consisting of the same number 
of devices is solved. It is shown that if, within each batch of instruments, the instrumental error is 
distributed according to the lognormal law, then when conducting certification serially for batches 
of meters, there is a certain ratio of the measured value, S.K.O. and the average value, when perfor-
ming which the result of certification for the entire series of meters is considered the most plausible. 
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Введение 

 

Хорошо известно, что каждая техническая продукция, выпускаемая 
сериями, имеет специфический технологический разброс, что объясняется 
пространственно-временными изменениями воздействующих отрицательных 
факторов производств. Неучёт технологического разброса в обычных моделях 
существенно затрудняет оценку всего технологического процесса производ-
ства. Так, например, согласно [1], неучёт технологического разброса пара-
метров компонентов монолитных интегральных схем в моделях не позволяет 
предсказывать величину такого разброса при серийном выпуске, определять 
выход годных изделий. Как отмечается в работе [2], обычно уровень помех и 
разброс параметров транзисторов оценивают раздельно. При этом следует 
учесть, что уменьшение размеров транзисторов привело к увеличению степени 
разброса их параметров на кристалле. Согласно [2], разброс параметров в 
электронных узлах является определяющим фактором соотношения «точ-
ность — быстродействие — потребляемая мощность». Учёт статистических 
показателей разброса позволяет уменьшить чувствительность углов к разбросу 
параметров транзисторов и тем самым увеличить параметрическую надёж-
ность изготавливаемых блоков. Согласно [3], технологический разброс тран-
зисторов комплиментарной структуры метал-окись-полупроводник (КМОП) 
транзисторов не позволяет существенно уменьшить питающее напряжение 
блоков, что обычно считается одним из эффективных путей снижения энерго-
потребления электронных узлов. Вместе с тем вышеотмеченные электронные 
узлы и блоки, использованные в электронных измерительных устройствах, 
приводят к появлению характерных шумов, что в конечном счёте закан-
чивается снижением чувствительности измерителя, снижением отношения 
«сигнал / шум» на выходе. 

Согласно классической теории измерений, погрешности независимо от 
источника их возникновения классифицируются двояко: 
1) по причинно-следственному критерию: инструментальные и методические 

(модельные) погрешности; 
2) по статистическому критерию: систематические и случайные погрешно-

сти [4]. 
При метрологической аттестации партии измерительных приборов по 

инструментальной погрешности результаты измерений x0 представляются 
в виде инструментальной погрешность как сумма двух составляющих: 

 

00 0( ) ,xx m x= ±σ          (1) 
 

где m(x0) — математическое ожидание; 
0xσ  — с.к.о. результатов измерений. 

Плотность распределения вероятности результатов измерений обычно 
подчиняется нормальному или логнормальному законам. Как отмечается в 
работе [5], логнормальный закон распределения обычно применяется, когда 
допуски к допустимой погрешности установлены асимметрично. 
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Рис. 1. Характерные кривые распределения вероятностей: 
а — нормальное распределение; б — логнормальное распределение 

 
Характерные кривые распределения вероятностей приведены на рис. 1. 

Согласно [6], логнормальные распределения часто встречаются в таких обла-
стях науки, как геология, бурение, медицина, окружающая среда, атмосфера, 
аэробиология и др. Как отмечается в [7], логнормальное распределение имеет 
место в следующих случаях: 
− когда сигнал пропорционален логарифму концентрации вещества; 
− при определении аналитов с очень низкой концентрацией; 
− при очень большом разбросе результатов; 
− при измерении времени и др. 

Согласно [8], логнормальное распределение вероятностей целесообразно 
применять при статистической обработке результатов экспериментальных 
измерений, характеризующихся большой дисперсией, например, при анализе 
данных приёмника, когда между передатчиком и приёмником имеются много-
численные отражатели, или при нахождении в экранированной комнате. В 
работе [8] отмечено, что, по сути, логнормальное распределение — это тот 
случай, когда нормально распределён не сам измеряемый параметр, а его 
логарифм. Логнормальный закон распределения вероятностей имеет вид: 
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где n — количество измерителей в партии. 
Согласно [9], логнормальное распределение широко используется в метро-

логии механических узлов. 
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Предлагаемый метод 

 

Предлагается метод метрологической аттестации партий измерительных 
приборов единой серии по инструментальной погрешности. Аттестация про-
водится по критерию достижения максимального правдоподобия результа-
тов измерения инструментальной погрешности. Результаты измерений по 
каждой партии измерительных приборов характеризуются логнормально 
распределённой генеральной совокупностью, характеризующейся парой по-
казателей (σ и μ), где σ — с.к.о.; μ — среднее значение In x. 

В этом смысле допускаем, что множество аттестуемых партий измеритель-
ных приборов является гетерогенным, однако характеризуется некоторой 
упорядоченностью, заключающейся в следующем: 
1. Существует множество M = {μj}, где элементы этого множества опреде-

ляются как: 
 

μj = μj–1 + Δμ;  Δμ = const.         (5) 
 

2. Существуют множества S = {σj}; j = (1, m ): 
 

σj = σj–1 + Δσ;  Δσ = const.         (6) 
 

3. Между σj и μj существует однозначная зависимость: 
 

σj = f (μj).           (7) 
 

Известно, что для нормально распределённой генеральной совокупности 
выборочное среднее не зависит от выборочного стандартного отклонения. 
Однако в настоящей статье рассматривается случай, когда для любой партии 
измерительных приборов в исследуемой серии приборов имеется своя специ-
фическая логнормально распределённая совокупность измеренных данных 
инструментальной погрешности.  

Общий вид логнормально распределённых x, в которых существует зави-
симость типа (7), показан на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Общий вид логнормально распределённых x, 
в которых существует зависимость типа (7) 
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С учётом (2), считая плотности распределения по партиям приборов 

независимыми, общую плотность распределения определим как: 
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Если (9) записать в условно-непрерывной форме и учесть функциональную 
зависимость (7), то функцию правдоподобия вычислим как:  
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2
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Таким образом In W(μ) оказывается функционалом, зависящим от f (μ). 
Для проведения метрологической аттестации с максимальным правдоподо-
бием следует определить оптимальный вид функции f (μ). Для нахождения 
оптимальной функции f (μ)opt вычислим производную выражение под лога-
рифмом в (10). Имеем: 
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Из (11) находим: 
 

( ) (In ) · 2.f xµ = −µ           (12) 
 

Чтобы определить тип экстремума (10) при решении (12), следует вычис-
лить производную (11) по f (μ). Проверка показала, что при решении (12) 
функционал (10) достигает максимума при соблюдении условия (13): 

 

3( ) (In ).
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f xµ < −µ           (13) 
 

Так как условие (13) не противоречит решению (12), то последнее можно 
считать правильным. Условие (12) перепишем как: 
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С учётом (3), (4) и (14) получим: 
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Таким образом, при значении x, определяемом выражением (15), правдо-
подобие результата проводимой аттестации можно считать максимальным. 
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Заключение 

 

Сформулирована и решена задача исследования правдоподобия результата 
метрологической оценки инструментальной погрешности измерителей единой 
серии, аттестуемых партиями, состоящих из одинакового числа приборов. 
Показано, что если в пределах каждой партии приборов инструментальная 
погрешность распределена по логнормальному закону, то при проведении 
аттестации серийно по партиям измерителей существует определённое со-
отношение измеряемой величины, с.к.о. и среднего значения, при выпол-
нении которого результат аттестации во всей серии измерителей считается 
максимально правдоподобным. 
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